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Beweistechniken Einfiihrung

Mathematische Beweise

Eine mathematische Aussage oder Satz besteht in der Regel aus einer
Voraussetzung p und einer Folgerung/Behauptung g und hat die Form
p = g oder p < g (wobei p und g wiederum mathematische Aussagen
sein kdnnen).

Ein mathematischer Beweis besteht darin nachzuweisen, dass der zu
einem mathematischen Satz gehérige logische Ausdruck eine Tautologie
ist (= Aussage, die immer wahr ist).

Beispiel mathematischer Satz:

Wenn eine natiirliche Zahl n durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 3
teilbar.
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Beweistechniken Direkter Beweis

Direkter Beweis

Es wird angenommen, dass die Voraussetzung p wahr ist und versucht,
durch Aneinanderreihung von korrekten Implikationen auf , g ist wahr" zu
schlieBen

Aussagenlogische Tautologie:
(p=r)A(r=q)=(p=q)

Beispiel direkter Beweis:

p = r : Wenn eine Zahl n durch 6 teilbar ist, dann gibt es eine natiirliche
Zahl k mitn=6-k

r = q : Die Zahl 6 ist darstellbar als das Produkt 6 =2 -3

Daher gilt n=2-3 - k, und n ist durch drei teilbar. [ |
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Beweistechniken Beweis durch Kontradiktion

Beweis durch Kontradiktion

Es wird angenommen, dass die Folgerung g falsch ist und man versucht
daraus zu schlieBen, dass dann die Voraussetzung p falsch sein muss.
Es handelt sich also um einen direkten Beweis fiir die Implikation von
negierter Voraussetzung —p aus der negierten Folgerung —q.

Aussagenlogische Tautologie:
(p=4q) < (-9=—p)

Beispiel Beweis durch Kontradiktion:

Wir nehmen an, dass n nicht durch 3 teilbar ist: n 23 -k VkeN

Das gilt also auch fiir alle geraden kK = 2j, j € N.

Daherist n£3-(2-j) VjeN.

Daher n#6-j Vj €N, nist nicht durch 6 teilbar. ]
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Beweistechniken Indirekter Beweis

Indirekter Beweis / Beweis durch Widerspruch

Es wird angenommen, dass die Voraussetzung p wahr und die Folgerung g
falsch ist. Daraus wird versucht, einen logischen Widerspruch
herbeizufiihren. Somit wird der einzige Fall, in dem p = g falsch ist,
ausgeschlossen.

Aussagenlogische Tautologie:
(p=q) < (pA—q = false)

Beispiel indirekter Beweis:

Wir nehmen an, dass n durch 6 teilbar ist, aber nicht durch 3:
JkgeN:n=6-ky, VjeEN:n=#£3.j

=n=2-3-kyund n=3jp mit jo :=2kg € N

— Widerspruch! [ |
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Beweistechniken  Vollstandige Induktion

Vollstandige Induktion

... kommt etwas spater ...
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